7.3.15 Vzdalenost bodu od primky Il

Piedpoklady: 070314

Pedagogicka poznamka: Kvili piisti hodin¢ je tfeba pfipomenout Zakiim, aby se podivali na
vypocet thlu, ktery sviraji dva vektory.

Pedagogicka poznamka: Prib¢h hodiny hodné zavisi na tom, jak odolni jsou studenti
v dosazovani do vzorct, které je nejtéZzsi ¢asti hodiny. Dal§im problémem pak
mohou byt rovnice s absolutni hodnotou.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici ptiklad navazuje na posledni piiklad minulé hodiny.
SnaZim se, aby si studenti ujasnili, co je stejné, co je jinak a podle toho se zatidili.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici ptiklad pocitdme pouze analytickym piistupem (druha
varianta), konstruk¢ni piistup je uveden pouze pro demonstraci. Body na piimce
najdeme dva, v kazdé lavici tak vznikne dvojice, kterd se snazi dojit k vysledku
dvéma (trosku) riiznymi zplsoby.

Pr.1: Najdi pfimku, kterd je rovnobéznd s piimkou p:x—-3y+2 =0 aje od ni vzdidlena

J10.

- Dva zpiisoby feSen.

. Konstruk¢ni pristup: Hledana piimka je rovnobéZnd = rovnice x—3y+c=0 =
potfebujeme najit bod, pies ktery piimka prochdzi = hleddme bod vzdéleny od pifimky

- x-3y+2=0o0 Ji0 = takovych bodi je nekonecné¢ mnoho = musime omezit vybeér,
napiiklad budeme hledat pouze body na ose y.

- Analyticky p¥istup: Hledan4 pfimka je rovnob&Zznd = rovnice x—3y+c =0 hleddme

- podminku, kterou pfimka spliiuje a ktera ndm uré{ parametr c. Hledand piimka je vzddlena od
ptimky x-3y+2=0 o Ji0 = je vzdalena od libovolného bodu piimky x—=3y+2=0 o
o,

' Hledéme bod na piimce p:x—3y+2=0: jednu soufadnici zvolime, druhou dopocitdme.
Volime soutadnici y (u x je ¢islo 1 = pii dopocitavani souradnice se nemusi dé¢lit),

| nekonecne mnoho moZnosti.

¢ y=0 = x-30+2=0 = x=-2 = R[-20],

e y=1= x-30+2=0 = x=1 = B[]

Hledand ptimka x—3y+c¢ =0 je od nalezeného bodu vzdélena o J10.
Bod B[-2;0], ptimka x=3y+c=0. Bod P,[L;1], piimka x=3y+c=0.
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c=2|=10 = hleddme &isla, jejichz obraz je |c =2/ =10 = hleddme Cisla, jejichZ obraz je



od obrazu ¢isla 2 vzdéileny o 10 = od obrazu cisla 2 vzdéleny o 10 =
¢ =12, ¢, =-8. ¢ =12, ¢, =-8.
-V roving existuji ve vzddlenosti J10 dve piimky rovnob&zné s ptimkou p:x—-3y+2=0:

é ql:x_3y+12:(), qz:x_3y_8:0

' Ke stejnému vysledku bychom dospéli i konstrukénim p¥istupem.
- Bod na ose y: A[O; ay} . Dosadime do vzorce pro vzdalenost:

| +bp, +c| |ID-30, +2
Id:|apl P> C|:‘ y ‘:\/E

Ja* +17 J1+(-3)

‘—341), +2‘ _

7o J10 PouZijeme ‘—3ay + 2‘ = ‘3ay —2‘.
3a, -2 =10

| . . vrs . 2
- Rovnice s absolutni hodnotou = d€lime na intervaly: 3a, =2=0=a = 5 .

a, ] —°°;%> = a, %;wj =
! 3 ’ 3

3a,-2<0 = [3a,~2=-3a,+2 3a,-220 = [3a,~2|=3a, -2
—3a,+2=10 3a,-2=10
3a, =8 3a, =12
8 a =4
Cly = _5 Y
i = Dva body, které spliiuji podminky.
A[0:4] A, {O; —§}
Dosadime do rovnice: 3
x=3y+c=x-34+c=0=>c=12. Dosadime do rovnice:
x=3y+12=0

x—3y+c=x—3[€—§j+c=0:c=—8.
x—3y—-8=0

Pedagogicka poznamka: U konstrukéniho piistupu velka ¢ast zaka potiebuje diskusi o roli
bodu A v feseni ptikladu. Jde o to, aby si uvédomili, Ze bod A je pouze pomocnym

cilem k nalezeni rovnic piimky a Ze si ho miiZzeme volit libovolné. Nic ndm tedy
nebrani si ho zvolit co nejjednoduseji.

Pf.2: Napfimce x+3y—1=0 najdi bod, ktery je od pfimky 2x+ y—7 =0 vzdalen 245.

. Soutadnice bodu A[ax;ay] = na urceni dvou nezndmych potfebujeme dv¢ rovnice.

-+ Bod A lezi na ptimce x+3y—1=0 = vyhovuje jeji rovnici = a, +30k, -1=0.



"+ BodA je od pifmky 2x+y—-7=0 vzdilen 245
|ap1+bp2+c| ‘2511 ta, _7‘—2\/3.

Ja* +b? V22 +1P

- Z prvni rovnice a, +3 L4, —1=0 dosadime do druhé a, =1-3a,.

pfi-3a,)+a, -7
NG =25 /&5

2-6a,+a,~7|=10

- |-5a,-5=10

|5lja, +1]=10

‘ay —(—1)‘=2 = hledame ¢isla vzdalena od —1 o dva.
L=l a,=1-3a, =1-30=-2 = A[-2]]
K =-3 = a,=1-3a,=1-3[(-3)=10 = A,[10;-3]

Resemm prﬂdadu je dvojice bodl A, [ -2; 1] a Az[lO 3]
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podminky na tabuh slovné, ale sestaveni rovnic musi nejdiive provest samostatné
Zaci.

Orientaci v pifkladu mtiZe zlepsit pojmenovani pifmek. Zdkam to nezakazuji, ale
ani to za n¢ ned¢lam.

Pr. 3: Sestav soustavu rovnic v pfedchozim piikladu, pokud si jako hledany bod zvolime
bod B[x; y].

- Soufadnice bodu B [x; y] = na urceni dvou nezndmych potfebujeme dv¢ rovnice.
-+ Bod B le# na ptimce x+3y—-1=0 = vyhovuje jeji rovnici x+3y-1=0.
'+ Bod B je od piimky 2x+y—-7=0 vzdalen 2/5:
' ap, +bp, +c| |23 +y-7
| P, T Op, | | y- | \/g .

Ja* +b? V22 +1?

Pouziti bodu B[x; y] je rychlejsi, ale vyZaduje lepSi orientaci v dosazovani do rovnic.

Pedagogicka poznamka: Pro n¢které studenty je predchozi dosazeni opravdu ofiSek, zejména
fakt v prvni podmince, kdy po dosazeni zustane rovnice beze zmény.

| Jsou ddny dv& rovnob&zné pimky x-2y +6=0 a 2x—4y—5=0. Najdi pifmku,
‘ ktera je s nimi rovnobéznd a ma od obou stejnou vzdalenost.

Z M v*

+ Priklad je moZzné fesit dvéma zpUsoby: analyticky a napodobenim konstrukce.
- Analytické FeSeni:



- Hledand pfimka je rovnobéznd s piimkou 2x—4y—5=0 = je popsdna rovnici
- 2x—4y+c=0. Koeficient ¢ uréime pomoci libovolného bodu na této piimce. Zvolime si

' napiiklad bod s nulovou x-ovou soufadnici: 2[M-4y+c=0 = y 22 .

Bod [O;%} je stejné vzdélen od ptimek x—2y+6=0 a 2x—-4y-5=0.

‘0—2%+6 ‘2[@—4%—5‘ ‘—;+6 —_—

' = = = NG
\/1+(—2)2 \/2+(—4)2 Vs V20

2|—1|£—6‘:|—1||c+5|

| 2

|c —12| = |c + 5| = teSime po intervalech:

o cO(-0-5) > —c+12==¢=5 = 17=0 = K =0
' CD<—5;12> = —c+12=c+5 = 2¢c=7 = c:%
cO(12iw) = c~12=c+5 = -17=0 = K =0
EHledanou pfimkou je pfimka 2x -4y +%:0,

- Konstrukéni Fesent:

' Rovnobé&Zzku, kterd je osou pasu, miZzeme vést sttedem libovolné usecky, kterd ma krajni body
- na pifmkdch x-2y+6=0 a 2x—-4y-5=0.

"+ Prisedik piimky x—2y+6=0 sosouy: 0-2y+6=0 = y=3 = bod A[0;3].

e Prusecik ptimky 2x—4y—-5=0sosouy: 2[0-4y-5=0 = y:—% = bod

o

3+(—§j=12—_5=z = stied usecky AB: S ,, {0;1}.
! 4 4 4 8

' Rovnice rovnob&zky: 2x -4y +¢ =0, dosadime bod S, [O;%}: 2[(])—4%+c=0 = c=%

Osou pésu je piimka 2x—4y +% =0.

Pedagogicka poznamka: Studenti maji tendenci udélat primér z koeficientti ¢ v obou
rovnicich, coz je mozné pouze v piipad¢, Ze jsou obé rovnice postavené na stejném
normélovém vektoru. V takovém piipad€ jde samoziejmé o feSeni nejrychle;jsi:

12+(-5) _7

2x-4y+12=0, 2x—-4y-5=0 = c= 5



H Pr.5: Najdi vSechny body roviny, které maji stejnou vzdalenost od piimek
‘ p:x+2y-3=0agqg:2x—-y-1=0.

Z obrazku je zfejmé, Ze hledané body tvofi dvé piimky — osy obou whlu, které piimky sviraji.

Zkusime najit tyto pfimky pomoci podminky ze zadéni.

' Hleddme body X [x; y] i

o |x+2y—ﬂ
|2x -y- 1|

NCEESTE

"« Vzdélenost bodu X [x; y] od pfimky p:x+2y—-3=0:

e Vzdalenost bodu X [x; y] od pfimky ¢g:2x—-y-1=0:

[x+2y-3 _[2x-y-]| /55

- Ob¢ vzdalenosti se rovnaji:

x+2y- 3| = |2x —-y- 1| = musime odstranit absolutni hodnoty. Dvé moZnosti:

* umocnéni: (x +2y-— 3)2 = (2x -y —1)2 - ziskdme stra$né vyrazy na obou stranéch,
| oveéfovani si usetiime, ob¢ strany byly pfed umocnénim kladné,
i » odstranéni absolutni hodnoty: vyhodng&;jsi, nepfibudou ndm druhé mocniny.

- Jak zjistime, kdy odstranit absolutni hodnoty, vyrazy uvnitf jsou sloZité. Jsou jen Ctyfi

| moznostl které rovnou vyzkouSime:

§° oba vyrazy zaporné: |x+2y 3| |2x y- 1| (x+2y—3)=—(2x—y—l)
' —x—2y+3=-2x+y+1
x=3y+2=0

"+ oba vyrazy Kladné: |x+2y -3 =[2x—y~1| = x+2y-3=2x-y-1
x—3y+2 =0 (stejnd piimka jako v ptfedchozim piipad¢)
* levy vyraz kladny, pravy zdporny: |x +2y- 3| = |2x -y- 1| =
I x+2y—3=—(2x—y—1)
x+2y-3=-"2x+y+1
. 3x+y-4=0
* levy vyraz zaporny, pravy kladny: |x +2y — 3| = |2x -y- 1| =
| —(x+2y—3)=2x—y—1
—x—-2y+3=2x—-y-1
3x+y—4=0 (stejnd ptimka jako v ptfedchozim piipad¢)

Mnozmu vSech bodu roviny, které maji stejnou vzdalenost od ptfimek p:x+2y—-3=0 a
: q:2x—y—1=0 tvoii dvojice pfimek x—-3y+2=0a 3x+y—-4=0.



Pf.6: Pro vzdélenost bodu A od piimky p (B; u) se pouZziva také vzorec

‘(A - B) X u‘ _
d= |Ap| =—————— . Dokaz jeho spravnost.

[

! . ‘(A—B)Xu‘
Upravime si vzorec: d =|Ap| =N 7 1
d[l}t|=‘(A—B)xu‘

- Nakreslime si schématicky obrézek situace.

A

/

[

(A-B)

B u ; p
Pravou stranu rovnice tvori velikost vektorového soucinu ‘(A - B) X u‘ . Z. vlastnosti
vektorového soucinu vime, Ze plati: ‘(A - B) X u‘ = ‘(A - B)‘ []}4| Wina (velikost vektorového

' soucinu se rovna ploSe rovnobézniku uréeného vektory (A - B) au.
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/
/
/
/
/
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- Obsah tohoto obdéIniku miiZeme spocitat také pomoci vzorce S =al¥, = |u| .
i A-B
- Platf tedy: d 0| =|(A~ B)xu| ataké d =|Ap| :w.
! u

Pr.7: Petakova:
strana 109/cviCeni 65
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Shrnuti:



